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MATHÉMATIQUES 


Épreuve dominante Documents et calculatrice 
interdits 


A.D. 2007 
Concours externe 
Concours interne 


Les exercices sont indépendants. 
Il est demandé aux candidats de justifier les calculs. Il sera tenu compte de la rédaction de la copie. 


Exercice I : 
Étudier, en fonction des paramètres (a,b) € R2, la diagonalisation de la matrice suivante : 


2a —b 2a 
A=| -b 2a 2a 
2b 2b b—2a 
Le cas échéant, déterminer les vecteurs propres. 


Exercice II : j 
Pour tout (z,y) € R? on définit la fonction {{z,v) = Grtr 


1. Calculer 1 =]. (2,4) dedy 
où D={(z,y) ER/0<z<1;:y>0; y<z}. Représenter D. 


14 
ae ET (on pourra passer en coordonnées polaires), 


Le 


2 
3. Soit K = [SES 48 . Étudier la convergence de K. 


4. Soit J = pa 5 à. Vérifier que J est convergente. 


5. On pose À = DU D où D = {1,+00[x[0, 1]. 
Représenter D et donner sa définition en coordonnées polaires 


Montrer que K = H(x,y) dedy 


Pour la suite on peut admettre que / J(2,9) dudy = 
Do 
6. Vérifier que J = X — I (on pourra poser t = tan 8). 


Exercice II : 
Soit a et à des réels strictement poitifs, on pose, pour n € N° : un = | 
Étudier la nature de la série Su, en fonction des paramètres a et b. 


n +1 \"149) 
=) 


Exercice IV : On note M, (R) l’espace vectoriel sur R des matrices carrées M de taille n, et à 
éléments (M;, 1 < i,j < n, dans R. On note M° = J, la matrice unité. 

Soit À € M,{R), on suppose que À admet n valeurs propres non nulles et distinctes dans R : 
A1 < À2 < ... < À, ; on note tn, Us, -.., v, les vecteurs propres correspondants, qui forment une 
base de R', 

On note P € M, (R) la matrice de passage de la base canonique de R” À la base de vecteurs propres 
{ui,ve,.…., uw}. 

On note E4 la matrice carrée de taille n vérifiant (E4)44 = 1 et (Ex)iy = 0 pour (i, j) # (k, k). 

1. Montrer qu'il existe n matrices P, € M,(R), 1 < k < n, tel que : À = AP, +)2P2+.-+A,P,. 
Exprimer les matrices P, en fonction de P est des E, et montrer qu’elles vérifient : 
Pi+P+..+P,=1,, PA =08sik£le PP = P. 

. Soit p € N°, montrer que 4P = APP, + AEP2 + -.- + AG Pa, 

. Soit vu € R" tel que Piv # 0, vérifier que Psv est un vecteur propre de À. 
Montrer que AP, = PA, 1<k<n. 

Calculer Piu, pour 1 < k,l < n, en déduire le rang de P,,1<k<n. 
Que peut-on dire des colonnes de P, ? 


un # © à 


MATHÉMATIQUES ET 
STATISTIQUES 


Épreuve complémentaire 


A.D. 2007 
Concours externe 
Concours interne 


Les deux exercices et le problème sont indépendants et peuvent être traités dans un ordre 
quelconque. 


Notations : 


Dans tout le sujet, on note : 
- IN l'ensemble des entiers naturels ; 
- __IN* l'ensemble des entiers naturels différents de 0 : 
-___Z l'ensemble des entiers relatifs ; 
- IR l'ensemble des réels. 


Exercice 1 


Le tableau ci-après fournit des statistiques sur les montants de prestations mensuelles (en €) 
d'aide au logement selon le type de parc : 


Type de parc Accession à la Location 
propriété 
Effectif Re ne ns = 5 032 000,00 


| Moyenne 7 | 144,15 25466] 236,19) 
126,96 290,71 242,03 


1 — Commenter succinctement le tableau. 

2 — Déterminer les valeurs manquantes du tableau. 

3 — Calculer la variance des montants moyens de prestation logement. 

4 — La variance totale des montants de prestation s'élève à 14 646. Calculer le coefficient de 


corrélation intra - classe. Commenter. 


Exercice 2 


Soit &, Bet 7 trois réels. Pour tout entier n, supérieur ou égal à 1, on note M, la matrice 
carrée d'ordre n dont le terme m;jj Située à la i-ème ligne et à la j-ième colonne est donnée 
par : 
mÿ =a Sii=) 
miÿ =B sii=)j-1 
Mÿ =7 Sii=j+1 
mi; =0 dans tous les autres cas. 

On note enfin D, le déterminant de la matrice M,. 
1- Ecrire M3 et M4. 
2-— Calculer D,,D;et D. 
3 — Montrer que la suite D, vérifie une relation de récurrence linéaire d'ordre 2 que l’on 
précisera. Quelle valeur doit-on donner à D, si l'on souhaiter obtenir une suite indexée sur 
IN qui vérifie la même relation de récurrence ? 


4 — On suppose que f=7= à = 1. Pour tout nr entier naturel non nul, calculer explicitement 


D 


n° 


Problème 

Dans ce problème, @ désigne une fonction continue strictement positive sur ZR. 

On suppose par ailleurs que @ possède une limite 2 (finie ou infinie) en +. 

Le but de ce problème est d'étudier la fonction f où f(x) est définie, pour x réel, comme 
étant l'unique solution de l'équation (Ex) d'inconnue y : 


(Ex) f p(b)dt =1 


Partie | 
Dans cette partie, la fonction g est la fonction exponentielle notée exp. 
1) Prouver que pour tout x réel l'équation (Æx)possède une unique solution notée 
fQ). 
On montrera que f(x) =In(i+e*), où In désigne le logarithme népérien. 
2} Etudier les variations de f sur JR. Déterminer les limites de f aux bornes de 
l'intervalle d'étude. 
3) Montrer que la droite D d'équation y = x est asymptote à la courbe C représentant 
J . Préciser la position de celle-ci par rapport à l'asymptote. 
4) Déterminer un développement limité à l’ordre 2 pour la fonction f au voisinage de 0. 
En déduire l'équation de la tangente en 0 à C et la position locale de la courbe C 
par rapport à celle-ci. 
5) Tracer l'allure de la courbe C dans un repère orthonormé, en utilisant les résultats 
des questions précédentes. 


Partie Il 


Pour tout réel x, on pose D, (u) = £ o(t)dt. 


On rappelle que D, est dérivable sur ZR et que pour « réel, D, '(u) = @(u). 


1) 


Dans cette question seulement, @ est définie, pour tout rt réel par: 
l 
t)= ——. 
40) x(1+t°) 


a) Montrer que pour x et y réels, C0" <1. 


b) En déduire que pour tout x réel, l'équation (Ex) n'a pas de solution. 
c) Que vaut À 7? 


Dans toute la suite, on suppose 1 + 0. 


2) 
3) 


4) 


5) 


Exprimer (Ex) à l'aide de la fonction D. 

Montrer que ®,est continue strictement croissante sur IR. En déduire que si la 
solution de (Ex) existe, alors elle est unique. 

On admet qu'il existe {, réel et 4 > 0 tels que pour tout 1 > #0,@(t) > A. En déduire 
que pour tout x réel, il existe u 2 x/®,(u)>1. 

En remarquant que ®,(x) =0, montrer que l'équation (Ex) possède une solution 
unique. 


MATHÉMATIQUES 
Épreuve dominante 


Documents et calculatrice interdits 


A.D. 2008 
Concours externe et interne 


Les exercices sont indépendants. 
Il est demandé aux candidats de justifier les calculs. Il sera tenu compte de la rédaction de la copie. 


Exercice I : 
Pour tout entier 7, n > 2, on définit la fonction polynôme p, pour tout réel x par : 


Pa(z) = netl (mn +9)rt +nr+2-n. 
1. Vérifier que 1 est racine de p, et calculer son ordre de multiplicité. 


2. Étudier les variations de p, sur R. 


3. Déterminer le nombre de racines réelles de p,, et leur ordre de multiplicité. 


Exercice II : 


Déterminer, en fonction des paramètres, les points critiques, les extremums et points selle des 
fonction suivantes : 


1. Pour tout (r,y) € R?, on pose f(x, y) = x° + yŸ — 3axy, avec a € R:.. 


2 2 2 
2. Pour tout (r,y) € R?, on pose g(x, y) = = + ET SE FE avec (a, 8) €]1, +oof?. 
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Exercice IT : 
Soient a et b deux réels et M(a,b) = (Mijhicijen la matrice carrée d'ordre n, avec n > 3, définie 


par : 


M; = a pour 1<i<net M;=bpourl<i£j<n. 


On note Z, la matrice identité d'ordre n. 


1. Calculer le déterminant D(a,b) de M(a, b). 

2. Calculer le polynôme caractéristique Py(X) de M(a, b). 

8. 

4. Pour quelles valeurs de a et b la matrice M(a, b) est inversible ? Déterminer alors M71(a, b). 


En déduire les valeurs propres de M(a,b), avec leur multiplicité. 


Indication : On pourra admettre que la matrice symétrique réelle M(a,b) qui n'a que des 
valeurs propres réelles, vérifie II (M (a, b) — Mn) = Q. 
À valeur propre de M{a,b) 


. On suppose M(a,b) inversible. Pour v € R’, résoudre le système M(a,b)r = v et donner 


explicitement z:, 1 <1i<n. 


. Soit p € N. Montrer qu'il existe deux suites réelles (æ,) et (@,) telles que 


M(a,b} = a, M(a, b) + Byln - 


Montrer que a, vérifie une récurrence linéaire d'ordre deux. 
En déduire «, et 8, en fonction des valeurs propres de M(a,b). 


Exercice IV : 
Pour tout (r,y) € IR? \ {(0,0)} on pose : 


1. 


2; 


3. 


2zy(2 — 3r) 


1 
ie S 2 HER 
f(z,y) 72 + 2 et D {œner fe>0u>0ety <3 :} 


Montrer que f(x,y) n’admet pas de limite quand (r,y) tend vers (0, 0). 


Montrer que f est continue et bornée sur D. 


Calculer TRICOT 
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MATHÉMATIQUES ET 


STATISTIQUES 
: Calculatrice électronique 
Épreuve complémentaire non autorisée 
A.D. 2008 


Concours externe et interne 


Le sujet est composé de quatre exercices indépendants, qui peuvent être traités dans un 
ordre laissé au libre choix du candidat. Dans l’ensemble du sujet, pour traiter une question, 
les candidats pourront admettre les réponses des questions précédentes de l’exercice. Il 
est en revanche demandé aux candidats de numéroter soigneusement les réponses aux 


questions sur leur copie. 


Notations utilisées dans le sujet : 


eR,R',R ,R*,R**,R*- : respectivement l’ensemble des réels, l’ensemble des réels 
positifs, l’ensemble des réels négatifs, l’ensemble des réels non nuls, l’ensemble des 
réels strictement positifs et l’ensemble des réels strictement négatifs 


e N, N° : respectivement l’ensemble des entiers naturels et l’ensemble des entiers 
naturels strictement positifs 


e P(A) : probabilité de l'évènement A 


e E(X), a ox, Med(X) : respectivement l’espérance, la variance, l’écart-type et la 
médiane de la variable aléatoire X 


e Cov(X,Ÿ) : la covariance des variables aléatoires X et Y 


e U, N, C, € : respectivement l'union, l'intersection, l'inclusion et l’appartenance 
ensembliste 


e V, 1: respectivement pour tout” et ”il existe” 
e mM;,j : le terme de la i-ème ligne et j-ième colonne de la matrice M 


e log : le logarithme népérien 


Rappel : 
x? 
e La densité de la loi normale centrée réduite est f(x) = 40 pour tout æ ER, 
on a alors : 
2 2 
+ 1 a + 1 2 
DÉOENRS 7Ere 7 dx =0 et o% =E(X?)-E(X} = [T7 re a dr =] 


e n variables aléatoires réelles (X1, X2,…, X) sont indépendantes si pour tout n-uplet 
(A1, .…, An) de parties de R, on a : 


P [A {Xi € ai) = IPC € Ai) 


i=1 i=1 


e n variables aléatoires réelles (X1, X2,.., X\) sont indépendantes deux à deux si tout 
couple de variables (X;, X;), 1 < à < j < n est un couple de variables indépendantes 


e La médiane de la variable aléatoire réelle X est le plus petit entier « tel que 


P(X<a)2>3 


1 Exercice 1 


1. Soit (X1,..., X,) des variables aléatoires réelles indépendantes. Les variables (X1,..., X,) 
sont-elles indépendantes deux à deux ? Justifier. 


2. On considère un dé à quatre faces non pipé. On modélise un lancer par la variable 
aléatoire réelle D telle que Vi € {1,2,3,4}, P(D = i) — 1. On définit les variables 
1 si DE {2,3} 


O0 sinon | 


X1, Xo, X3 de la façon suivante : X3 — { 


O0 sinon O0 sinon 


x = { 1 si DE{1,3} Xi = | 1 si DE {1,2} 


(a) Calculer P(X; = LL}: P(X; = 0), P(X; = 1N X2 — 1), P(X; = 1N X2 — 0) 
P(X: SNA =T) 
(b) Un n-uplet de variables aléatoires réelles indépendantes deux à deux est-il un 


n-uplet de variables aléatoires indépendantes ? On justifiera la réponse en 
utilisant le résultat de la question précédente. 


2 Exercice 2 


1. Soit X, une variable aléatoire dont on donne quelques caractéristiques : 


Notation | Valeur 
Espérance | E(X:;) 15 
Ecart-type OX: 3 


On pose Yi = a + bX: + cX? $ 


(a) Pouvez-vous calculer l’espérance de YA à partir du tableau précédent ? Si oui, 
exprimez le résultat en fonction de a, b, c et des valeurs du tableau précédent. 


(b) Pour quelles valeurs de (a,b,c) pouvez-vous calculer l’écart-type de Yi ? Pour 
les valeurs où le calcul est possible, exprimez le résultat en fonction de a, b, c 
et des valeurs du tableau précédent. 


2. Soit X2 une variable aléatoire à valeurs positives ou nulles dont la fonction de répar- 
tition est strictement croissante et continue sur R, dans ce cas la médiane de X2 est 
l’unique réel a tel que P(X2 > a) = P(X2 < a) = P(X2 > à) = P(X2 < à) = à. 
La médiane de X2 est Med(X2) = 10. On pose Y2 = a + bX2 + cX2. Pour quelles 
valeurs de (a,b,c) pouvez-vous calculer la médiane de Y2 ? Pour les valeurs où le 
calcul est possible exprimez le résultat en fonction de à, b, c. (indication : pour le 


cas € > Ü, on discutera selon la valeur de —?). 


3 Exercice 3 


On note C*(R) l’ensemble des fonctions de R dans R de classe k, c’est à dire l’ensemble 
des fonctions k fois dérivables et dont la dérivée k-ième est continue. Ainsi, CU(R) est 
l’ensemble des fonctions continues de R dans R, et C!(R) est l’ensemble des fonctions 
dérivables de R dans R dont la dérivée est continue. 

Pour (h, g) € C(R)? on définit : £p,y = {f EC (R)VTr ER (x) < f(x) +xf(x) < g(x)} 


2 
1. Montrer que la fonction {(t) = f (be est dérivable sur R et calculer sa dérivée. 
3 


2. Montrer que f € En, implique que : 


Vx>0 e 7 I) +[ h(we* at = Halée 70) + 


3. Dans le cas où h — g, donner les éléments de €} 4 
4. On suppose maintenant que Vx ER, (x) = g(x) = 0. 


(a) Montrer que £»,4 est un espace vectoriel dont on calculera la dimension. 


(b) Quels sont les éléments de €», qui sont également des densités de probabilité? 
À quelle(s) loi(s) cette (ces) densité(s) corresponde(nt)-elle(s) ? 


x2 
5. On suppose maintenant que Vr ER, h(x) = g(x) = Kxe T7, avec K € R*. 


(a) En,g est-il un espace vectoriel ? 


(b) Quelles sont les conditions (nécessaires et suffisantes) que doivent vérifier f(0) 
et K pour que f appartienne à €», et soit simultanément une densité de prob- 
abilité ? 


(c) Pour KÀ = 4/2, étudier (parité, variations, extrema locaux, graphe) la densité 


de probabilité qui appartient à €, (on donne V2 = 1,41 ; V2 æ 0,798 : 
el = 0,368). 


A Exercice 4 


Soit (X1,X2,.., Xn) n variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement dis- 
tribuées de variance 0% > 0. Soit Ÿ une variable aléatoire réelle, indépendante de 
(X1, X2,.…., Xn), de variance 0% > 0. 

On note I la matrice identité de taille n xn, et J la matrice de terme constant + de taille 
n x n, enfin on note M la matrice de variance-covariance de (Y + X1,Y + X2,..,Y + X,) 
(on rappelle que le terme m;,; de M est Cou(Y + X;,Y + X;)). 


1. Montrer que M = al + bhJ, avec an et HP que l’on exprimera en fonction de 
AR UE 


2. Montrer que M? = ,M + 6,1, avec 7» et 6 que l’on exprimera en fonction de 
0% 08 


3. En déduire que M est inversible et que M1 = À,1 + u,J, avec À, et u, que l’on 
exprimera en fonction de n, 0%, pe 


4. Quelle est la limite de au quand n — +00 ? 


MATHÉMATIQUES 


Épreuve dominante 


de spécialisation Documents et calculatrice interdits 


A.D. 2010 : 


Concours externe et interne 


Les exercices sont indépendants. 
Il est demandé aux candidats de justifier les calculs. Il sera tenu compte de la rédaction de la copie. 


Exercice 1 : On note À un paramètre réel fixé et on définit la suite (as}4en par @&o = L et 


74 1 


#5. 


6. 


n— 
[A+ 


a NT — SE 
. pour n > 1, a, = (ai? 


Déterminer le rayon de convergence ÆR de la série entière Sa,.æ". 


se 
Dans la suite, on définit pour & €] — R, R[ la fonction f\(æ) = >. ann, 


n=ÙÛ 


Exprimer f_o, f_1. fo st fi à Paide de fonctions usuelles, 
—# 


3. Montrer que si p € N, f_, est une fonction polynomiale, dont on précisera le degré et le terme 


de plus haut degré, 


. Montrer qu'il existe une unique fonction ++ S(x) développable en série entière, de rayon de 


convergence non nul, solution du problème 


œy" (x) + (L- æ)y/ (er) — Ay(r) = 0 
{ wo) = 1 (EN 


Exprimer cette solution en fonction de f. 


% 


Montrer que la fonction gx : æ ++ e"f\(-2) est développable en série entière. 
Donner son rayon de convergence. 


Montrer que gx est solution d'une équation différentielle dont on donnera une expression. 
Déduire une relation entre gx et fix. 
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Exercice IT: Soit ® : R? — R?, définie par &(x,y) = (u,v) où { . Si ss ” 


7/1 Montrer que & est de classe ©. Calculer sa matrice jacobienne au point (x,y) € R?. 


2. On pose À = {(x,y) € R?/x > y}. Déterminer et représenter B = &(4), 
On pourra commencer par déterminer &({ (æ,x}/r € R}). 


3. Montrer que & est une bijection de À sur B et calculer 871. 


PA. Déterminer toutes les fonctions de classe €, g : IR? -+ R vérifiant l'équation aux dérivées 
partielles 
ôg 
Du (0) — 3g(u,v) = 0. 


5. On veut résoudre sur À l'équation aux dérivées partielles 


Of Of 

fa, y) — {ae u) + Se — yifle,g) = 0 F 

Be 0) — 3 ru) + 8e —v)f(2,u) (F) 

Pour cela, on considère la fonction h définie sur B par Afu,u) = (f o &-1}(u,v). 
a) Écrire (F) en utilisant la fonction h et ses dérivées partielles. 


b) En déduiré Les fonctions f qui sont solution de (F) sur À. 


/ Exercice HE: Soit Æ un espace vectoriel, de dimension finie, sur €. On note L (E) l'ensemble des 
endomorphismes sur E, ädg l'application identité sur Æ et o la loi de composition des applications. 
Pour u € L(E) et À € €, on note P,{X) = det(u — Midg) le polynôme caractéristique associé à &. 
Si À € C est une valeur propre de 4, on note E{u, À) le sous-espace propre associé, 

1. Soient u et v des endomorphismes sur Æ vérifiant wo e — vu où = u 


(a) On suppose en plus que u est inversible. 
i. Montrer qu'alors pour tout À € €, P,(À) = Piyia (A). 
& ; ii. En déduire que pour tout entier & > 1, P.(k) = P,(0), ce. 
puis que le polynôme P,{A) est constant. 


üi. Conclure à une contradiction et done que u n'est pas inversible. 


(b) Montrer que 0 est valeur propre de u. En déduire que Elu, 0) est stable par v et donc 
que v est un endomorphisme sur Eu, 0). 


LA 
(ce) Déduire de ce qui précède que # et ont au moins un vecteur propre en CorImun. 


2. Soient u et v des endomorphismes sur Æ qui commutent. 
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